
平成 28年度　解析力学　講義ノート [4]（担当：井元信之）
2016年 5月 12日

前回の演習問題の答

［問 2.1］天井から下がるバネに繋がれた質点が上下方向のみ運動する場合を考え、ラグランジアンおよびラグラン
ジュの運動方程式を書き、一般解を求めよ。ただし
　 (1)バネの自然長の最下位置から上向きに測った質点の位置を座標 z とした場合
　 (2)質点をバネに付けたときの釣り合いの位置から上向きに測った質点の位置を z とした場合
について論ぜよ。バネ定数を k、バネの長さを ℓ、質点の質量をmとし、バネの質量は無視せよ。

• 解（１）バネの自然長の位置を基準とした場合、
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前回の演習問題の答
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図 2.4: 張力、重力、遠心力の釣り合い

サイクロイド振り子

図 2.5左のように天地逆にしたサイクロイドのお椀の中を往復する質点の動きをサイクロイド振り子という。
振り子と呼ぶ理由は、同図右のサイクロイド Aと Bの接点 Sから吊した振り子がサイクロイド Aと Bに巻き
付きながら振れたときの軌跡 PQRは、やはりサイクロイド（右図のサイクロイド C）になることが知られて
いる。巻き付くあるいは巻きほどくときの軌跡を伸開線（involute）というが、サイクロイド Aの伸開線はサ
イクロイド Cの左半分、Bの伸開線は Cの右半分である。またある曲線の曲率中心の軌跡を縮閉線（evolute）
というが、サイクロイド Cの左半分の縮閉線はサイクロイド A、サイクロイド Cの右半分の縮閉線はサイク
ロイド B、となっている。
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図 2.5: 左：サイクロイドお椀の中の玉。右：サイクロイドの天井から下がる振り子。

サイクロイドは媒介変数 θにより ⎧
⎨

⎩
x = a(θ + sin θ)

y = a(1 + cos θ)
(2.53)

と表される。y軸は図 2.5左のように下向きにとっている。また aは PRの直線距離が 2πaとなるようにとっ
ている。半径 aの円が初期接点を Pとして天井からぶら下がりながら転がったときの点の軌跡であり、一回転
して点 Rに至る。その間 θは −π(点 P)から 0(点 Q)を通って π(点 R)まで動く15。いま、点 Qから測ったサ
イクロイド Cの弧長を一般座標 qとしよう。点 Qより右側を q > 0、左側を q < 0になるようにとる。

［問 2.4］q = 4a sin (θ/2)であることを示し、q の運動方程式を求めよ。また振り子の周期はいくらか？

この問の答からわかるように、サイクロイド振り子は振幅によらず厳密に等時性が成り立つ。通常の振り子が
小振幅のときのみ近似的に等時性が成り立つのとは異なる。

15(1.19) 式と θ の取り方が異なることに注意。
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2.3.2 質点が二つあるいは剛体の振り子
連成振り子 — 分子、固体物理など多様な分野へ続く重要概念
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図 2.6: 連成振り子。

質量m、長さ ℓの振り子が二つ、バネ定数 kのバネで連結されている。静止位置では糸は平行な
重力方向を向き、糸およびバネの質量は無視できるとする。それぞれの振れの角を θ1および θ2とす
ると、ラグランジアンは直ちに
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と書け、運動方程式は

mℓ2θ̈1 + mgℓ sin θ1 + kℓ2 sin (θ1 − θ2) = 0

mℓ2θ̈2 + mgℓ sin θ2 − kℓ2 sin (θ1 − θ2) = 0
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両式の和と差をつくると、Θ1 ≡ θ1 + θ2、Θ2 ≡ θ1 − θ2 として
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という基準振動（normal modes）が得られる。

特に A1 = A2 ≡ Aのとき、
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と、逆相でうなりを生ずる。

さらに ωk ≪ ωg の場合、
√
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と、元の単振り子の振動（ωg）にゆっくりした角振動数 ω2
k/2ωg の正弦波変調がかかる。
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と、元の単振り子の振動（ωg）にゆっくりした角振動数 ω2
k/2ωg の正弦波変調がかかる。

連成振り子は次のような現象のモデルとなる。
・二つの振り子の代わりに二つの電磁波導波路の場合は、方向性結合器のモデルとなる。
・原子と光の場合はラビ振動（Rabi oscillation）のモデルとなる。
・二つの原子の場合は、分子結合のモデルとなる。
・結晶中の ω − k関係が交差する地点で分裂し、エネルギーのバンド構造を生ずるモデルとなる。

二重振り子 — 最も簡単なロボットアーム
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図 2.7: 二重振り子

図のように直列に繋がった振り子で糸は弛まないとする。曲がらない棒が質点m1のところで自由
な角度をとるよう繋がれているとしてもよい。糸（棒）の質量は無視する。糸がたるまないとすれ
ば、糸の代わりに軽くて丈夫なロボットアームの最も簡単なモデルである。
質点m1 のデカルト座標を (x1, y1)、質点m2 のそれを (x2, y2)とすると、ラグランジアンは

L = T −U ただし T =
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2
[
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]
+
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2
[
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である。ここで一般座標を θ1 と θ2 にとると、

x1 = ℓ1 sin θ1 , y1 = ℓ1 cos θ1

x2 = ℓ1 sin θ1 + ℓ2 sin θ2 , y2 = ℓ1 cos θ1 + ℓ2 cos θ2

⎫
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− m1gℓ1 cos θ1 − m2g(ℓ1 cos θ1 + ℓ2 cos θ2) (2.63)
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したがって θ1 に関してラグランジュの運動方程式は

0 = (m1 + m2)ℓ21θ̈1 + m2ℓ1ℓ2
[
θ̈2 cos(θ1 − θ2) − θ̇2 sin(θ1 − θ2)(θ̇1 − θ̇2)

]

− m2ℓ1ℓ2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2) − m1gℓ1 sin θ1 − m2gℓ1 sin θ1 (2.64)

すなわち

(m1 + m2)ℓ21θ̈1 + m2ℓ1ℓ2
[
θ̈2 cos(θ1 − θ2) + θ̇22 sin(θ1 − θ2)

]
= −(m1 + m2)ℓ1g sin θ1 (2.65)

θ2 に関しても同様にして

m2ℓ
2
2θ̈2 + m2ℓ1ℓ2

[
θ̈1 cos(θ1 − θ2) − θ̇21 sin(θ1 − θ2)

]
= −m2ℓ2g sin θ2 (2.66)

以上二式が運動方程式である。
ここで微小振動すなわち θ1, θ2 ≪ 1の場合を考え、cos θ ≃ 1、sin θ ≃ θ、θ̈ ≪ θ̇2θなどを使って、

(m1 + m2)ℓ1θ̈1 + m2ℓ2θ̈2 = −(m1 + m2)gθ1 (2.67)

θ2 に関しても同様にして
m2ℓ2θ̈2 + m2ℓ1θ̈1 = −m2gθ2 (2.68)

(2.67) − (2.68)を作ると、
θ̈1 = −m1 + m2

m1

g

ℓ1
θ1 +

m2

m1

g

ℓ1
θ2 (2.69)

を得、(2.67)×m2 − (2.68)×(m1 + m2)を作ると、

θ̈2 =
m1 + m2

m1

g

ℓ1
(θ1 − θ2) (2.70)
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g
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⎞

⎠

⎛

⎝ θ1

θ2

⎞

⎠ (2.71)

を得る。あとは係数行列の固有値と固有ベクトルを求め、基準振動（ノーマルモード）を得ればよい。
例としてm1 = m2、ℓ1 = ℓ2 ≡ ℓの場合を考えると、(2.71)は

⎛

⎝ θ̈1

θ̈2

⎞

⎠ = −γ

⎛

⎝ 2 −1

−2 2

⎞

⎠

⎛

⎝ θ1

θ2

⎞

⎠ ただし γ ≡ g

ℓ
(2.72)

そこで固有ベクトルを求め、新たに

Θ1 ≡
√

2
3
θ1 +

√
1
3
θ2 , Θ2 ≡

√
2
3
θ1 −

√
1
3
θ2 (2.73)

とおくと、(2.72)は
⎛
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Θ̈2

⎞
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⎛

⎝ −ω2
1 0

0 −ω2
2

⎞

⎠

⎛

⎝ Θ1

Θ2

⎞

⎠ ただし ω1 ≡
√

2 −
√

2 γ , ω2 ≡
√

2 +
√

2 γ ,

(2.74)

と対角化されて、
Θ1 = A1 cos(ω1t + φ1) , Θ2 = A2 cos(ω2t + φ2) (2.75)

という基準振動が得られる。(2.73)を逆に解けば、θ1、θ2 の運動は Θ1、Θ2 の線形結合となる。
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θ̈2 cos(θ1 − θ2) − θ̇2 sin(θ1 − θ2)(θ̇1 − θ̇2)

]

− m2ℓ1ℓ2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2) − m1gℓ1 sin θ1 − m2gℓ1 sin θ1 (2.64)

すなわち

(m1 + m2)ℓ21θ̈1 + m2ℓ1ℓ2
[
θ̈2 cos(θ1 − θ2) + θ̇22 sin(θ1 − θ2)

]
= −(m1 + m2)ℓ1g sin θ1 (2.65)

θ2 に関しても同様にして

m2ℓ
2
2θ̈2 + m2ℓ1ℓ2

[
θ̈1 cos(θ1 − θ2) − θ̇21 sin(θ1 − θ2)

]
= −m2ℓ2g sin θ2 (2.66)

以上二式が運動方程式である。
ここで微小振動すなわち θ1, θ2 ≪ 1の場合を考え、cos θ ≃ 1、sin θ ≃ θ、θ̈ ≪ θ̇2θなどを使って、

(m1 + m2)ℓ1θ̈1 + m2ℓ2θ̈2 = −(m1 + m2)gθ1 (2.67)

θ2 に関しても同様にして
m2ℓ2θ̈2 + m2ℓ1θ̈1 = −m2gθ2 (2.68)

(2.67) − (2.68)を作ると、
θ̈1 = −m1 + m2

m1

g

ℓ1
θ1 +

m2

m1

g

ℓ1
θ2 (2.69)

を得、(2.67)×m2 − (2.68)×(m1 + m2)を作ると、

θ̈2 =
m1 + m2

m1

g

ℓ1
(θ1 − θ2) (2.70)

すなわち ⎛

⎝ θ̈1

θ̈2

⎞

⎠ =

⎛

⎝ −m1+m2
m1

g
ℓ1

m2
m1

g
ℓ1

m1+m2
m1

g
ℓ1

−m1+m2
m1

g
ℓ1

⎞

⎠

⎛

⎝ θ1

θ2

⎞

⎠ (2.71)

を得る。あとは係数行列の固有値と固有ベクトルを求め、基準振動（ノーマルモード）を得ればよい。
例としてm1 = m2、ℓ1 = ℓ2 ≡ ℓの場合を考えると、(2.71)は

⎛

⎝ θ̈1

θ̈2

⎞

⎠ = −γ

⎛

⎝ 2 −1

−2 2

⎞

⎠

⎛

⎝ θ1

θ2

⎞

⎠ ただし γ ≡ g

ℓ
(2.72)

そこで固有ベクトルを求め、新たに

Θ1 ≡
√

2
3
θ1 +

√
1
3
θ2 , Θ2 ≡

√
2
3
θ1 −

√
1
3
θ2 (2.73)

とおくと、(2.72)は
⎛

⎝ Θ̈1

Θ̈2

⎞

⎠ =

⎛

⎝ −ω2
1 0

0 −ω2
2

⎞

⎠

⎛

⎝ Θ1

Θ2

⎞

⎠ ただし ω1 ≡
√

2 −
√

2 γ , ω2 ≡
√

2 +
√

2 γ ,

(2.74)

と対角化されて、
Θ1 = A1 cos(ω1t + φ1) , Θ2 = A2 cos(ω2t + φ2) (2.75)

という基準振動が得られる。(2.73)を逆に解けば、θ1、θ2 の運動は Θ1、Θ2 の線形結合となる。
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ブランコのように２カ所から吊された剛体棒の振り子は、前後に振れるのみならず、捻れ方向にも
振動する。これは、捻れると図 2.8の右図のように棒が zだけ浮き上がるので、重力が捻れを戻そう
とするからである。簡単のため図のように対称な構造とし、捻れ振動だけにに着目する。構造を決め
ているのは a、ℓ、L、そして最終的には振動の周期に影響しないが棒の質量M である。吊り糸の質
量は無視する。釣り合い状態（左図）で糸が鉛直方向となす角 αおよび最大捻れ状態（右図）で糸
が鉛直方向となす角 α′（図には示されていない）を用いると、静止位置からの上昇分 zは

z = ℓ cosα− ℓ cosα′ =
aL

8ℓ cosα
θ2 (2.76)

となる。また αおよび α′ はそれぞれ

ℓ sinα =
1
2
(a − L) (2.77)

および

ℓ sinα′ =

√
(a

2

)2
+
(

L

2

)2

− aL

2
cos θ =

√
(a

2

)2
+
(

L

2

)2

− aL

2

(
1 − θ2

2

)

=

√(
a − L

2

)2

+
aL

4
θ2 =

√
(ℓ sinα)2 +

aL

4
θ2 (2.78)

の関係式を満たす。(2.78)の 2番目の等式において θは小さいとし cos θ = 1 − θ2/2とした。
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したがって

ℓ cosα′ =
√
ℓ2 − (ℓ sinα′)2 =

√
ℓ2 − (ℓ sinα)2 − aL
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θ2 =
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(ℓ cosα)2 − aL

4
θ2

= ℓ cosα
√

1 − aL

4ℓ2 cos2 α
θ2 = ℓ cosα
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8ℓ2 cos2 α
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)

(2.79)

となり、これより
z = ℓ cosα− ℓ cosα′ =

aL

8ℓ cosα
θ2 (2.80)
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となる。したがって位置エネルギー U は

U = mg
aL

8ℓ cosα
θ2 (2.81)

となる。また zの時間変化は (2.80)式より

ż =
aL

4ℓ cosα
θθ̇ (2.82)

となる。したがって運動エネルギー T は上下動の分と棒の回転の分の和となり

T =
1
2
m

(
aL

4ℓ cosα
θθ̇

)2

+
1
2
I θ̇2 (2.83)

となる16。ここで I は慣性モーメントであり、棒の質量密度を一様とすれば I = mL2/12である。し
たがってラグランジアンは

L =
1
2
m

(
aL

4ℓ cosα
θθ̇

)2

+
1
2
I θ̇2 − mg

aL

8ℓ cosα
θ2 (2.84)

であり、ラグランジュの運動方程式は

m

(
aL

4ℓ cosα

)2 (
2θθ̇2 + θ2θ̈

)
+ I θ̈ − m

(
aL

4ℓ cosα

)2

θθ̇2 + mg
aL

4ℓ cosα
θ = 0 (2.85)

いま a、L、ℓはオーダーが違うほど差はないとすれば、項の大小は θで決まり、微小振動すなわち
θ ≪ 1の場合を考える限り、θの一次の項に比べて三次の項は無視できる。したがって上式は

mL2

12
θ̈ + mg

aL

4ℓ cosα
θ = 0 ⇒ θ̈ = −g

ℓ

3a

L cosα
θ (2.86)

となって、棒は角振動数 ω ≡
√ g

ℓ

√
3a

L cosα で振動する。仮に a = Lとすれば（α = 0）、前後運動に
比べねじり振動は

√
3倍速く振動することがわかる。

2.3.3 長さ可変な振り子

　 !"
!"""! 
　　  # 

x z

$"

図 2.9: バネ振り子

糸でなくバネで結ばれた振り子は、運動方程式は立つが、それを解くのは容易ではない。しかし次
章冒頭に結びつく 2次元極座標の簡単な例であるので、運動方程式まで求めておく。座標変換は

x = r cos θ , y = r sin θ したがって ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ , ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ (2.87)

16剛体を各要素部分に分ければ、角速度 θ̇ で一斉に回転するとき i番目の要素の運動エネルギーは 1
2mi(riθ̇)2 となるから、

全運動エネルギー =
∑

i
1
2mir2

i θ̇2 = 1
2 I θ̇2 となる。
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章冒頭に結びつく 2次元極座標の簡単な例であるので、運動方程式まで求めておく。座標変換は

x = r cos θ , y = r sin θ したがって ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ , ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ (2.87)

16剛体を各要素部分に分ければ、角速度 θ̇ で一斉に回転するとき i番目の要素の運動エネルギーは 1
2mi(riθ̇)2 となるから、

全運動エネルギー =
∑

i
1
2mir2

i θ̇2 = 1
2 I θ̇2 となる。
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x = r cos θ , y = r sin θ したがって ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ , ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ (2.87)

したがって

T =
m

2
(
ẋ2 + ż2

)
=

m

2

[(
ṙ cos θ − rθ̇ sin θ

)2
+
(
ṙ sin θ + rθ̇ cos θ

)2
]

=
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
(2.88)

である。位置エネルギーは、バネ定数を k、バネの自然長を ℓとして

U =
k

2
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m

2

(
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m d
dt (r
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⎫
⎬
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となる。

2.3.4 定常解の回りの微小振動の問題
→　レポート問題２→ �$�{�weWc6>�=^R\
SB�
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前章ではハミルトンの原理から導かれる変分問題として解けるラグランジュの運動方程式を扱った。そのた
め主として束縛条件が時間に依存しない場合、力が保存力である場合、座標変換に時間が含まれない場合、質
点が一つないし二つの問題などであった。本章ではこれらの範囲に収まらない一般の問題へと進む。それを扱
うには座標だけ一般座標に変換するのでなく、運動量も一般運動量に変換し、また力も一般力に変換する。こ
のためにポテンシャルを仮定した変分問題からラグランジュの運動方程式を導いた前章と異なり、微分方程式
としての力学を一般力学へと発達させる方法をとる。

3.1 一般力の下でのラグランジュの運動方程式
まず保存力でない一般の力の下でのラグランジュの運動方程式を導出しよう。準備として保存力下でのラグ

ランジュの運動方程式を再導出し、それを修正する形で、座標変換に時間が含まれる場合や保存力以外の力が
ある場合にも一般化する。これを行うため一般運動量および一般力を導入する。

3.1.1 一般運動量・一般力・運動方程式
スムースな理解のため、2次元デカルト座標、2次元極座標、n次元一般座標について対比的に述べる。いず

れも座標の取り方に依存する量と依存しない量の区別に注意を払い、座標系に依存しないスカラーを極力使っ
た方程式に持って行くことを念頭に置く。

• 2次元デカルト座標の場合

　ニュートンの運動方程式運動エネルギー T = m
2 (ẋ2 + ẏ2)を用いて ∂T/∂ẋおよび ∂T/∂ẏ というもの

を計算してみると、

∂T

∂ẋ
= mẋ および ∂T

∂ẏ
= mẏ (3.1)

が得られる。これはそれぞれ運動量 px および py になっている。するとニュートンの運動方程式

d
dt

px = Fx および d
dt

py = Fy (3.2)

はそれぞれ

d
dt

(
∂T

∂ẋ

)
= Fx および d

dt

(
∂T

∂ẏ

)
= Fy (3.3)

と書くことができる。この運動方程式はラグランジュの運動方程式に少し似た形をしている。

　一方、質点が rから r+drだけ動いたときに、力のベクトル場 Fが質点に対してする仕事 F·drは座標
系の取り方と関係ない量であるが、デカルト座標でそれを表現すると

F · dr = Fxdx + Fydy (3.4)
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∂ẏ

)
= Fy (3.3)

と書くことができる。この運動方程式はラグランジュの運動方程式に少し似た形をしている。

　一方、質点が rから r+drだけ動いたときに、力のベクトル場 Fが質点に対してする仕事 F·drは座標
系の取り方と関係ない量であるが、デカルト座標でそれを表現すると

F · dr = Fxdx + Fydy (3.4)

35

第3章 ラグランジュ形式の力学 — 一般編 —

前章ではハミルトンの原理から導かれる変分問題として解けるラグランジュの運動方程式を扱った。そのた
め主として束縛条件が時間に依存しない場合、力が保存力である場合、座標変換に時間が含まれない場合、質
点が一つないし二つの問題などであった。本章ではこれらの範囲に収まらない一般の問題へと進む。それを扱
うには座標だけ一般座標に変換するのでなく、運動量も一般運動量に変換し、また力も一般力に変換する。こ
のためにポテンシャルを仮定した変分問題からラグランジュの運動方程式を導いた前章と異なり、微分方程式
としての力学を一般力学へと発達させる方法をとる。

3.1 一般力の下でのラグランジュの運動方程式
まず保存力でない一般の力の下でのラグランジュの運動方程式を導出しよう。準備として保存力下でのラグ

ランジュの運動方程式を再導出し、それを修正する形で、座標変換に時間が含まれる場合や保存力以外の力が
ある場合にも一般化する。これを行うため一般運動量および一般力を導入する。

3.1.1 一般運動量・一般力・運動方程式
スムースな理解のため、2次元デカルト座標、2次元極座標、n次元一般座標について対比的に述べる。いず

れも座標の取り方に依存する量と依存しない量の区別に注意を払い、座標系に依存しないスカラーを極力使っ
た方程式に持って行くことを念頭に置く。

• 2次元デカルト座標の場合

　ニュートンの運動方程式運動エネルギー T = m
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∂ẏ
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2 (ẋ2 + ẏ2)を用いて ∂T/∂ẋおよび ∂T/∂ẏ というもの

を計算してみると、

∂T

∂ẋ
= mẋ および ∂T

∂ẏ
= mẏ (3.1)

が得られる。これはそれぞれ運動量 px および py になっている。するとニュートンの運動方程式

d
dt

px = Fx および d
dt

py = Fy (3.2)

はそれぞれ

d
dt

(
∂T

∂ẋ

)
= Fx および d

dt

(
∂T

∂ẏ

)
= Fy (3.3)
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となる。このように、デカルト座標を用いると、運動方程式 (3.3)の両式の右辺に現れる力の成分と、力
が質点に対してする仕事の表式 (3.4)に現れる力の成分は一致する。

• 極座標の場合

x = r cos θ

y = r sin θ

⎫
⎬

⎭ ⇒
ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ

ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ

⎫
⎬

⎭ (3.5)

より、
T =

m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
(3.6)

となる。ここで ∂T/∂ṙおよび ∂T/∂θ̇なるものを計算してみると、

∂T

∂ṙ
= mṙ および ∂T

∂θ̇
= mr2θ̇ (3.7)

が得られる。これらをそれぞれ一般運動量（generalized momentum：一般化運動量）pr および pθ と呼
ぶことにする1。このとき (3.3)を真似て d

dt

(
∂T
∂ṙ

)
や d

dt

(
∂T
∂θ̇

)
を作るとどうなるであろうか。いま、力 F

の r方向成分を Fr、θ方向成分を Fθ と書き、加速度 α⃗の r方向成分を αr、θ方向成分を αθ と書くと2

αr = r̈ − rθ̇2

αθ = 2ṙθ̇ + rθ̈

⎫
⎬

⎭ ⇒
m
(
r̈ − rθ̇2

)
= Fr

m
(
2ṙθ̇ + rθ̈

)
= Fθ

⎫
⎬

⎭ (3.8)

が示されるので、これを用いると

d
dt

(
∂T

∂ṙ

)
= Fr + mrθ̇2 および d

dt

(
∂T

∂θ̇

)
= rFθ (3.9)

が得られる。

　一方、(3.4)に対応する「微小変位に対する仕事」を極座標で書くと、

F · dr = Frdr + rFθdθ (3.10)

となる。これを (3.9)と比べると、デカルト座標のときと異なり、運動方程式 (3.9)に現れる力の成分と
力が質点に対してする仕事の表式 (3.10)に現れる力の成分は一致しない。極座標では特に r成分が一致
せず、mr2θ̇2 だけ異なる。

　運動方程式 (3.9)は座標系の取り方に依存しても不思議はないが、微小変位に対する仕事 (3.10)は座標
系の取り方と無関係の量なので、こちらを基準に一般力（generalized force：一般化力）Qr およびQθ を

Qr ≡ Fr および Qθ ≡ rFθ (3.11)

で定義しよう。そして (3.6)から得られる

∂T

∂r
= mrθ̇2 (3.12)

に注意すると、(3.9)の第一式は

d
dt

(
∂T

∂ṙ

)
− ∂T

∂r
= Qr (3.13)

1pr や pθ という記号は「運動量 pの r 方向成分」や「運動量 pの θ 方向成分」の意味で使っていないことに注意。そのため pθ は物
理次元すら運動量と異なっている。

2すぐ前の注に書いた通り、習慣的に運動量についてはこのような方向成分の意味で pr や pθ を使わない。
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∂ṙ
= mṙ および ∂T

∂θ̇
= mr2θ̇ (3.7)

が得られる。これらをそれぞれ一般運動量（generalized momentum：一般化運動量）pr および pθ と呼
ぶことにする1。このとき (3.3)を真似て d

dt

(
∂T
∂ṙ
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とする。これは (2.39)と同じである3。さて当面の目標は (1)一般力Qj を定義し、(2)一般運動量 pj を
定義し、(3)極座標のときの (3.9)に対応して、運動方程式が

d
dt

(
∂T

∂q̇j

)
= Qj +

∂T

∂qj
(3.19)

となることを示すことである。これにより、たまたま極座標だから (3.13)や (3.14)式の形になったわけ
ではないことが示される。

　それでは (3.19)の証明であるが、まず (3.18)左式より

dxi =
∑

j

∂xi

∂qj
dqj (3.20)

だから、微小変位に際しての仕事は
∑

i

Fidxi =
∑

i

Fi

∑

j

∂xi

∂qj
dqj =

∑

j

∑

i

∂xi

∂qj
Fidqj (3.21)

となる。これより一般座標 qj に対応する一般力 Qj を

Qj ≡
∑

i

∂xi

∂qj
Fi (3.22)

と定義すれば
∑

i

Fidxi =
∑

j

Qjdqj (3.23)

となって、確かにQj は一般力の定義としてに相応しいものとなる。次に (2)一般運動量 pqj を計算する。
運動エネルギーは

ẋi =
n∑

j=1

∂xi

∂qj
q̇j ⇒ T =

∑

i

1
2
mi(ẋi)2 =

1
2

∑

i

mi

(
n∑

k=1

∂xi

∂qk
q̇k

)2

(3.24)

となるので

pqj ≡ ∂T

∂q̇j
=
∑

i

mi

(
n∑

k=1

∂xi

∂qk
q̇k

)
∂xi

∂qj
=
∑

i

miẋi
∂xi

∂qj
(3.25)

となる。したがって (3)運動方程式は
d
dt

pqj =
∑

i

miẍi
∂xi

∂qj
+
∑

i

miẋi
d
dt

(
∂xi

∂qj

)
= Qj +

∑

i

miẋi
d
dt

(
∂xi

∂qj

)
(3.26)

となる。ここで 2番目の等号では (3.22)を使った。残るは最右辺の第二項が ∂T/∂qj になることである
が、これは次のように示す。∂T/∂qj から出発すると

∂T

∂qj
=
∑

i

∂T

∂ẋi

∂ẋi

∂qj
=
∑

i

miẋi
∂ẋi

∂qj
(3.27)

となる。ここで (3.24)の ẋi =
∑

k
∂xi
∂qk

q̇k を使うと

∂ẋi

∂qj
=

∂

∂qj

∑

k

∂xi

∂qk
q̇k =

∑

k

∂

∂qk

(
∂xi

∂qj

)
dqk

dt
=

d
dt

(
∂xi

∂qj

)
(3.28)

であるから、(3.26)はただちに
d
dt

pqj = Qj +
∂T

∂qj
(3.29)

となることがわかる。さらに (3.25)つまり一般運動量の定義を使えば、これはただちに (3.19)を導く。
これは力が保存力か否かにかかわらず成り立つ、最も基本となる運動方程式である。

3この変換により qj の j は必ずしも質点の番号付けに対応しなくなるかもしれないが、その例は後ほど見るとして、束縛条件などに
より自由度の個数を落とすのでない限り j も 1 から n まで動く。
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(
r̈ − rθ̇2

)
= Fr
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= Fθ
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⎭ (3.8)

が示されるので、これを用いると

d
dt

(
∂T

∂ṙ

)
= Fr + mrθ̇2 および d

dt

(
∂T

∂θ̇

)
= rFθ (3.9)

が得られる。

　一方、(3.4)に対応する「微小変位に対する仕事」を極座標で書くと、

F · dr = Frdr + rFθdθ (3.10)

となる。これを (3.9)と比べると、デカルト座標のときと異なり、運動方程式 (3.9)に現れる力の成分と
力が質点に対してする仕事の表式 (3.10)に現れる力の成分は一致しない。極座標では特に r成分が一致
せず、mr2θ̇2 だけ異なる。

　運動方程式 (3.9)は座標系の取り方に依存しても不思議はないが、微小変位に対する仕事 (3.10)は座標
系の取り方と無関係の量なので、こちらを基準に一般力（generalized force：一般化力）Qr およびQθ を

Qr ≡ Fr および Qθ ≡ rFθ (3.11)

で定義しよう。そして (3.6)から得られる

∂T

∂r
= mrθ̇2 (3.12)

に注意すると、(3.9)の第一式は

d
dt

(
∂T

∂ṙ

)
− ∂T

∂r
= Qr (3.13)

1pr や pθ という記号は「運動量 pの r 方向成分」や「運動量 pの θ 方向成分」の意味で使っていないことに注意。そのため pθ は物
理次元すら運動量と異なっている。

2すぐ前の注に書いた通り、習慣的に運動量についてはこのような方向成分の意味で pr や pθ を使わない。
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と書ける。この ∂T
∂r は「見かけの力」と呼ばれる。時間とともに変わる座標変換をしているわけでもない

のに、また運動エネルギーに場所依存性があるわけでもないのに、T が rに依存するのは、運動する質
点の立場に立ってみれば動くうちに原点からの距離が変化することによって θ̇2の効き方が異なってくる
からである。すなわち ∂T

∂r に相当する力の場が実際にあるわけではないが、座標変換に伴い付加しなけれ
ばならない。

　さて、rに関する運動方程式 (3.9)に見られた「見かけの力」は θ方向にはない。それは (3.6)式から
得られる ∂T

∂θ = 0に対応している。このあってもなくてもよい ∂T
∂θ を加えると、(3.9)式の右式は

d
dt

(
∂T

∂θ̇

)
− ∂T

∂θ
= Qθ (3.14)

となり、θ方向もラグランジュの運動方程式に少し近づく。こう書くと、たまたま極座標の性質 ∂T
∂r = mr2θ̇2

や ∂T
∂θ = 0を利用しただけではないかと感ずるかもしれない。これがたまたまではないことを次節の一般

座標で見て行こう。

　しかしその前に θ方向の一般運動量と一般力の意味について触れておこう。これらは普通の運動量や
力と違う物理次元を持つ。(3.9)の第二式は

d
dt

pθ = Qθ (3.15)

と書けるが、これは、「角運動量の加速をもたらすのはトルクである」ことを意味する。つまり極座標の
一般座標 θに対応する一般運動量は角運動量であり、一般力に対応するのはトルクである。また運動エ
ネルギー (3.6)の θ̇に関する項は

m

2
r2θ̇2 =

1
2
I θ̇2 (3.16)

となって、デカルト座標を θに一般化したことに伴って質量に相当する役割が慣性モーメントになった
ことがわかる。

［問 3.1］ (3.5)を tで微分することにより (3.8)を確かめよ。ただし任意のベクトルAについて極座標成分は

Ar = Ax cos θ + Ay sin θ , Aθ = −Ax sin θ + Ay cos θ (3.17)

であることを用いよ。（この事実も図を描いて自分で導けるようにしておくこと。）

• 一般座標の場合

　一般座標においても筋書きは同様で、

(1)微小変位に対する仕事の考察から一般力を定義し、
(2)運動エネルギーを q̇j で偏微分して一般運動量を定義し、
(3)運動方程式に一般力以外のみかけの力が発生するのでその一般表式を求める

ことにより、 座標の選び方に依らない普遍的な運動方程式を求めようというのである。

　まず一般座標の番号付けについて復習しよう。2.2.3節で見たように質点の個数をN として空間自由度
を n = 3N とする。x1, x2, x3は質点 1の x, y, z座標であり、x4, x5, x6は質点 2の x, y, z座標であり・・・
という具合であり、質量については m1 = m2 = m3 =質点 1の質量、m4 = m5 = m6 =質点 2の質
量・・・という具合である。まずは時間を含まない座標変換により

xi = xi(q1, q2, · · · , qn) , qj = qj(x1, x2, · · · , xn) (3.18)
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とする。これは (2.39)と同じである3。さて当面の目標は (1)一般力Qj を定義し、(2)一般運動量 pj を
定義し、(3)極座標のときの (3.9)に対応して、運動方程式が

d
dt

(
∂T

∂q̇j

)
= Qj +

∂T

∂qj
(3.19)

となることを示すことである。これにより、たまたま極座標だから (3.13)や (3.14)式の形になったわけ
ではないことが示される。

　それでは (3.19)の証明であるが、まず (3.18)左式より

dxi =
∑

j

∂xi

∂qj
dqj (3.20)

だから、微小変位に際しての仕事は
∑

i

Fidxi =
∑

i

Fi

∑

j

∂xi

∂qj
dqj =

∑

j

∑

i

∂xi

∂qj
Fidqj (3.21)

となる。これより一般座標 qj に対応する一般力 Qj を

Qj ≡
∑

i

∂xi

∂qj
Fi (3.22)

と定義すれば
∑

i

Fidxi =
∑

j

Qjdqj (3.23)

となって、確かにQj は一般力の定義としてに相応しいものとなる。次に (2)一般運動量 pqj を計算する。
運動エネルギーは

ẋi =
n∑

j=1

∂xi

∂qj
q̇j ⇒ T =

∑

i

1
2
mi(ẋi)2 =

1
2

∑

i

mi

(
n∑

k=1

∂xi

∂qk
q̇k

)2

(3.24)

となるので

pqj ≡ ∂T

∂q̇j
=
∑

i

mi

(
n∑

k=1

∂xi

∂qk
q̇k

)
∂xi

∂qj
=
∑

i

miẋi
∂xi

∂qj
(3.25)

となる。したがって (3)運動方程式は
d
dt

pqj =
∑

i

miẍi
∂xi

∂qj
+
∑

i

miẋi
d
dt

(
∂xi

∂qj

)
= Qj +

∑

i

miẋi
d
dt

(
∂xi

∂qj

)
(3.26)

となる。ここで 2番目の等号では (3.22)を使った。残るは最右辺の第二項が ∂T/∂qj になることである
が、これは次のように示す。∂T/∂qj から出発すると

∂T

∂qj
=
∑

i

∂T

∂ẋi

∂ẋi

∂qj
=
∑

i

miẋi
∂ẋi

∂qj
(3.27)

となる。ここで (3.24)の ẋi =
∑

k
∂xi
∂qk

q̇k を使うと

∂ẋi

∂qj
=

∂

∂qj

∑

k

∂xi

∂qk
q̇k =

∑

k

∂

∂qk

(
∂xi

∂qj

)
dqk

dt
=

d
dt

(
∂xi

∂qj

)
(3.28)

であるから、(3.26)はただちに
d
dt

pqj = Qj +
∂T

∂qj
(3.29)

となることがわかる。さらに (3.25)つまり一般運動量の定義を使えば、これはただちに (3.19)を導く。
これは力が保存力か否かにかかわらず成り立つ、最も基本となる運動方程式である。

3この変換により qj の j は必ずしも質点の番号付けに対応しなくなるかもしれないが、その例は後ほど見るとして、束縛条件などに
より自由度の個数を落とすのでない限り j も 1 から n まで動く。
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∑

k
∂xi
∂qk

q̇k を使うと

∂ẋi
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dqj =

∑

j

∑

i

∂xi

∂qj
Fidqj (3.21)

となる。これより一般座標 qj に対応する一般力 Qj を

Qj ≡
∑

i

∂xi

∂qj
Fi (3.22)
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∑

i

Fidxi =
∑

j

Qjdqj (3.23)
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∂xi
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∑

i

1
2
mi(ẋi)2 =

1
2

∑

i
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(
n∑

k=1

∂xi

∂qk
q̇k

)2

(3.24)

となるので
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∂q̇j
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i
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∂xi

∂qk
q̇k
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=
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i
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∂xi

∂qj
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となる。したがって (3)運動方程式は
d
dt

pqj =
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i
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∂xi

∂qj
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∑

i

miẋi
d
dt
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∂xi

∂qj

)
= Qj +

∑

i

miẋi
d
dt
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∂xi

∂qj

)
(3.26)

となる。ここで 2番目の等号では (3.22)を使った。残るは最右辺の第二項が ∂T/∂qj になることである
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i

∂T
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∂ẋi

∂qj
=
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i
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∂ẋi
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となる。ここで (3.24)の ẋi =
∑

k
∂xi
∂qk

q̇k を使うと

∂ẋi

∂qj
=

∂

∂qj

∑

k

∂xi

∂qk
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∑

k

∂

∂qk

(
∂xi

∂qj

)
dqk

dt
=

d
dt

(
∂xi

∂qj

)
(3.28)

であるから、(3.26)はただちに
d
dt

pqj = Qj +
∂T

∂qj
(3.29)
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3この変換により qj の j は必ずしも質点の番号付けに対応しなくなるかもしれないが、その例は後ほど見るとして、束縛条件などに
より自由度の個数を落とすのでない限り j も 1 から n まで動く。
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3.1.2 ラグランジュの運動方程式
• 保存力下でのラグランジュの運動方程式

　力 Fがポテンシャル U(r)から導かれる場合を考える。この場合 Fi = − ∂U
∂xi
だから (3.22)より

Qj = −
∑

i

∂xi

∂qj

∂U

∂xi
= −∂U

∂qj
(3.30)

となって、一般座標の世界でも同じ表式となる。このことが大変有効に働き (3.19)は

d
dt

(
∂T

∂q̇j

)
=
∂(T − U)

∂qj
(3.31)

となる。さらに U が q̇j を含まないことから d
dt

(
∂U
∂q̇j

)
= 0 であることを使うと、(3.31)はまさに

d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0 (3.32)

以外の何ものでもなく、ラグランジュの運動方程式が導かれる。これは (3.19)において右辺に現れる「保
存力 +見かけの力」を、保存力の方はラグランジアンにしまい込み、みかけの力は左辺に移項すること
によってしまい込んだ式である。こうしてポテンシャル力の下でのラグランジュの運動方程式 (2.44) の
再導出がかなった。第 2章のラグランジュの運動方程式の再導出は以上の通りであるが、本章ではさら
に一般の場合へと進むことができる。

• 非保存力の下でのラグランジュの運動方程式

　力 Fがポテンシャル U(r)から導かれるものとそうでない力 Q′ の和である場合を考える。この場合
Fi = − ∂U

∂xi
+ Q′ だから、ラグランジアンは相変わらず T − U で定義しておくと、(3.19)は

d
dt

(
∂T

∂q̇j

)
= Qj + Q′ +

∂T

∂qj
あるいは d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= Q′ (3.33)

となる。これは前項で「しまい込み」きれなかった非保存力を右辺に残した式である。

3.1.3 複数粒子にわたる一般座標の例
3.1.1節の「一般座標の場合」の注で「qj の j は必ずしも質点の番号付けに対応しなくなる」と書いた。本

節ではそのような例を述べる。分子の中で最も簡単なものは二原子分子である。そのエネルギーを特徴づける
のは、分子の重心が動く運動エネルギー、重心に向かって二つの原子が近寄ったり離れたりする振動のエネル
ギー、重心を通る軸を中心に二つの原子が互いに他の周りを回る回転のエネルギーである。二原子分子の単純
な力学モデルは、バネで結ばれた二つの質点である。一般の中心力ということだけ仮定しても、その平衡点の
周りの微小な運動はバネ係数で表すことができる。
いま原子 Aのデカルト座標を xA, yA, zA、原子 Bのそれを xB, yB, zB としよう4。原子 Aの質量をmA、原

子 Bの質量をmBとする。この系の一般座標を重心の位置ベクトル (X,Y, Z)と相対距離 rに分けて、次のよ
うに取る。

X ≡ mAxA + mBxB

M
, Y ≡ mAyA + mByB

M
, Z ≡ mAzA + mBzB

M
, ただし M ≡ mA + mB (3.34)

r ≡
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 , θ ≡ cos−1 zB − zA

r
, φ ≡ tan−1 yB − yA

xB − xA
(3.35)

4通し番号を付ければさしずめ x1, x2, x3, x4, x5, x6 となろう。
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3.1.2 ラグランジュの運動方程式
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となる。さらに U が q̇j を含まないことから d
dt
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)
= 0 であることを使うと、(3.31)はまさに

d
dt
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∂qj
= 0 (3.32)

以外の何ものでもなく、ラグランジュの運動方程式が導かれる。これは (3.19)において右辺に現れる「保
存力 +見かけの力」を、保存力の方はラグランジアンにしまい込み、みかけの力は左辺に移項すること
によってしまい込んだ式である。こうしてポテンシャル力の下でのラグランジュの運動方程式 (2.44) の
再導出がかなった。第 2章のラグランジュの運動方程式の再導出は以上の通りであるが、本章ではさら
に一般の場合へと進むことができる。

• 非保存力の下でのラグランジュの運動方程式

　力 Fがポテンシャル U(r)から導かれるものとそうでない力 Q′ の和である場合を考える。この場合
Fi = − ∂U
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+ Q′ だから、ラグランジアンは相変わらず T − U で定義しておくと、(3.19)は
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dt
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3.1.3 複数粒子にわたる一般座標の例
3.1.1節の「一般座標の場合」の注で「qj の j は必ずしも質点の番号付けに対応しなくなる」と書いた。本

節ではそのような例を述べる。分子の中で最も簡単なものは二原子分子である。そのエネルギーを特徴づける
のは、分子の重心が動く運動エネルギー、重心に向かって二つの原子が近寄ったり離れたりする振動のエネル
ギー、重心を通る軸を中心に二つの原子が互いに他の周りを回る回転のエネルギーである。二原子分子の単純
な力学モデルは、バネで結ばれた二つの質点である。一般の中心力ということだけ仮定しても、その平衡点の
周りの微小な運動はバネ係数で表すことができる。
いま原子 Aのデカルト座標を xA, yA, zA、原子 Bのそれを xB, yB, zB としよう4。原子 Aの質量をmA、原

子 Bの質量をmBとする。この系の一般座標を重心の位置ベクトル (X, Y, Z)と相対距離 rに分けて、次のよ
うに取る。

X ≡ mAxA + mBxB
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, Z ≡ mAzA + mBzB

M
, ただし M ≡ mA + mB (3.34)
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√
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r
, φ ≡ tan−1 yB − yA

xB − xA
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3.1.2 ラグランジュの運動方程式
• 保存力下でのラグランジュの運動方程式

　力 Fがポテンシャル U(r)から導かれる場合を考える。この場合 Fi = − ∂U
∂xi
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d
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=
∂(T − U)

∂qj
(3.31)

となる。さらに U が q̇j を含まないことから d
dt

(
∂U
∂q̇j

)
= 0 であることを使うと、(3.31)はまさに

d
dt
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以外の何ものでもなく、ラグランジュの運動方程式が導かれる。これは (3.19)において右辺に現れる「保
存力 +見かけの力」を、保存力の方はラグランジアンにしまい込み、みかけの力は左辺に移項すること
によってしまい込んだ式である。こうしてポテンシャル力の下でのラグランジュの運動方程式 (2.44) の
再導出がかなった。第 2章のラグランジュの運動方程式の再導出は以上の通りであるが、本章ではさら
に一般の場合へと進むことができる。
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3.1.1節の「一般座標の場合」の注で「qj の j は必ずしも質点の番号付けに対応しなくなる」と書いた。本

節ではそのような例を述べる。分子の中で最も簡単なものは二原子分子である。そのエネルギーを特徴づける
のは、分子の重心が動く運動エネルギー、重心に向かって二つの原子が近寄ったり離れたりする振動のエネル
ギー、重心を通る軸を中心に二つの原子が互いに他の周りを回る回転のエネルギーである。二原子分子の単純
な力学モデルは、バネで結ばれた二つの質点である。一般の中心力ということだけ仮定しても、その平衡点の
周りの微小な運動はバネ係数で表すことができる。
いま原子 Aのデカルト座標を xA, yA, zA、原子 Bのそれを xB, yB, zB としよう4。原子 Aの質量をmA、原

子 Bの質量をmBとする。この系の一般座標を重心の位置ベクトル (X,Y, Z)と相対距離 rに分けて、次のよ
うに取る。
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M
, ただし M ≡ mA + mB (3.34)
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xB − xA
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4通し番号を付ければさしずめ x1, x2, x3, x4, x5, x6 となろう。
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3.1.2 ラグランジュの運動方程式
• 保存力下でのラグランジュの運動方程式

　力 Fがポテンシャル U(r)から導かれる場合を考える。この場合 Fi = − ∂U
∂xi
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∂qj

∂U
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となって、一般座標の世界でも同じ表式となる。このことが大変有効に働き (3.19)は
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となる。さらに U が q̇j を含まないことから d
dt

(
∂U
∂q̇j

)
= 0 であることを使うと、(3.31)はまさに

d
dt
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再導出がかなった。第 2章のラグランジュの運動方程式の再導出は以上の通りであるが、本章ではさら
に一般の場合へと進むことができる。
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3.1.3 複数粒子にわたる一般座標の例
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√
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3.1.2 ラグランジュの運動方程式
• 保存力下でのラグランジュの運動方程式

　力 Fがポテンシャル U(r)から導かれる場合を考える。この場合 Fi = − ∂U
∂xi
だから (3.22)より
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= 0 であることを使うと、(3.31)はまさに
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再導出がかなった。第 2章のラグランジュの運動方程式の再導出は以上の通りであるが、本章ではさら
に一般の場合へと進むことができる。
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　力 Fがポテンシャル U(r)から導かれるものとそうでない力 Q′ の和である場合を考える。この場合
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X ≡ mAxA + mBxB

M
, Y ≡ mAyA + mByB

M
, Z ≡ mAzA + mBzB

M
, ただし M ≡ mA + mB (3.34)

r ≡
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 , θ ≡ cos−1 zB − zA

r
, φ ≡ tan−1 yB − yA

xB − xA
(3.35)

4通し番号を付ければさしずめ x1, x2, x3, x4, x5, x6 となろう。
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前章ではハミルトンの原理から導かれる変分問題として解けるラグランジュの運動方程式を扱った。そのた
め主として束縛条件が時間に依存しない場合、力が保存力である場合、座標変換に時間が含まれない場合、質
点が一つないし二つの問題などであった。本章ではこれらの範囲に収まらない一般の問題へと進む。それを扱
うには座標だけ一般座標に変換するのでなく、運動量も一般運動量に変換し、また力も一般力に変換する。こ
のためにポテンシャルを仮定した変分問題からラグランジュの運動方程式を導いた前章と異なり、微分方程式
としての力学を一般力学へと発達させる方法をとる。

3.1 一般力の下でのラグランジュの運動方程式
まず保存力でない一般の力の下でのラグランジュの運動方程式を導出しよう。準備として保存力下でのラグ

ランジュの運動方程式を再導出し、それを修正する形で、座標変換に時間が含まれる場合や保存力以外の力が
ある場合にも一般化する。これを行うため一般運動量および一般力を導入する。

3.1.1 一般運動量・一般力・運動方程式
スムースな理解のため、2次元デカルト座標、2次元極座標、n次元一般座標について対比的に述べる。いず

れも座標の取り方に依存する量と依存しない量の区別に注意を払い、座標系に依存しないスカラーを極力使っ
た方程式に持って行くことを念頭に置く。

• 2次元デカルト座標の場合

　ニュートンの運動方程式運動エネルギー T = m
2 (ẋ2 + ẏ2)を用いて ∂T/∂ẋおよび ∂T/∂ẏ というもの

を計算してみると、

∂T

∂ẋ
= mẋ および ∂T

∂ẏ
= mẏ (3.1)

が得られる。これはそれぞれ運動量 px および py になっている。するとニュートンの運動方程式

d
dt

px = Fx および d
dt

py = Fy (3.2)

はそれぞれ

d
dt

(
∂T

∂ẋ

)
= Fx および d

dt

(
∂T

∂ẏ

)
= Fy (3.3)

と書くことができる。この運動方程式はラグランジュの運動方程式に少し似た形をしている。

　一方、質点が rから r+drだけ動いたときに、力のベクトル場 Fが質点に対してする仕事 F·drは座標
系の取り方と関係ない量であるが、デカルト座標でそれを表現すると

F · dr = Fxdx + Fydy (3.4)
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∂ẋ
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= mẏ (3.1)

が得られる。これはそれぞれ運動量 px および py になっている。するとニュートンの運動方程式

d
dt

px = Fx および d
dt

py = Fy (3.2)

はそれぞれ

d
dt

(
∂T

∂ẋ
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∂ẏ
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