
光の量子状態の空間発展
・k モードの時間発展!"!! モードの空間発展!

　（! の決まったレーザービームの空間発展を見る。k は伝搬と共に変わ
り得る）!

・! （k でもよいが）の確定した無限長ビームの#$%&'(!)*+*'とは何か？!

"パルスそのものを一つのモードとして扱えないか!

　（光パルスを多モード展開するのでなく単一モードとして扱いたい）!

これと関係して、!

・実在共振器と合わないモードを選んだ場合、交換関係が,でなくなる!

・その意味は-　それが現れる効果は-!
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位置

運動量

位置

運動量

位置の測定はその後の位置を不確定にするが、運動量の測定は決まったまま。!

「位置」は./0測定不可能。運動量は可能。

./0条件123は自由粒子を考えるとわかりやすい
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このように解く人は全くいない。（Izなるもの!
が知られていないから）

このように解く人はいるかもしれないが、!
古典の問題では@+A;'99方程式から直接!
解くのが普通。!

問題設定（z = 0で ! の光ビームを発生した!
とき z = z0でどうなっているか-）はよくある。!

問題設定（t = 0で k の光の場を発生した!
とき t = t0でどうなっているか-）はあまりない。!

ノイズパワースペクトルの測定　　　　　　　　　　　　　　　　B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
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　　　　　　　　　　　　　　　　媒質中では
　　　　　　　　　　　　　　　　　A(t, x, y, z) = u(x, y)Ã(z)e−i(ωt−kωz)
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5.3 郡速度の表式
郡速度が dω

dk であることを示す。
波動 f(t, x)が x = 0地点で搬送波 (carrier)e−iω0tと包絡線 (envelope)F (t)の積とする。

f(t, 0) = e−iω0tF (t) (5.17)

F (t)の Fourier変換を F (Ω)すなわち

F (t) =

√
1

2π

∫
dΩF (Ω)e−iΩt (5.18)

とすれば、ω ≡ ω0 + Ωとして

f(t, 0) =

√
1

2π

∫
dωF (ω − ω0)e

−iωt (5.19)

波数 kは ωの関数とする。xだけ波が進んだ地点では

f(t, x) =

√
1

2π

∫
dωF (ω − ω0)e

−i(ωt−kx) (5.20)

中心振動数 ω0のまわりに kをテイラー展開して

k(ω) = k(ω0) + k′(ω0)(ω − ω0) +
1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)

2 + · · · (5.21)

ただし ′は ωに関する微分。(5.21)を (5.20)に代入すると

f(t, x) =
√

1
2π

∫
dωF (ω − ω0) exp

[
−i

(
ω0t + (ω − ω0)t − k(ω0)x − k′(ω0)(ω − ω0)x − 1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)]

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dωF (ω − ω0) exp

[
−i

(
(ω − ω0)t − k′(ω0)(ω − ω0)x − 1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)]

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dωF (ω − ω0)e−i(ω−ω0)[t−k′(ω0)x] exp

(
i

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dΩF (Ω)e−i(Ω)[t−k′

0x] exp
(

i

2
k′′
0Ω2 − · · ·

)
(5.22)

ただし k(ω0)を k0などとおいた。最後の expの項は分散による波形変形。これを（すなわち k′′
0Ω以

下を）無視できるとすれば

f(t, x) = e−i(ω0t−k0x)

√
1

2π

∫
dΩF (Ω)e−i(Ω)(t−k′

0x)

= e−i(ω0t−k0x)F (t − k′
0x) (5.23)

いま
vp ≡

ω0

k0
, vg ≡

[
dω

dk

]

k0

(5.24)

とおけば、
f(t, x) = e−ik0(t−x/vp)F (t − x/vg) (5.25)

→ (5.24)の vpと vgはそれぞれ位相速度と郡速度を意味する。
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f(t, x) =

√
1

2π

∫
dωF (ω − ω0)e

−i(ωt−kx) (5.20)

中心振動数 ω0のまわりに kをテイラー展開して

k(ω) = k(ω0) + k′(ω0)(ω − ω0) +
1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)

2 + · · · (5.21)

ただし ′は ωに関する微分。(5.21)を (5.20)に代入すると

f(t, x) =
√

1
2π

∫
dωF (ω − ω0) exp

[
−i

(
ω0t + (ω − ω0)t − k(ω0)x − k′(ω0)(ω − ω0)x − 1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)]

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dωF (ω − ω0) exp

[
−i

(
(ω − ω0)t − k′(ω0)(ω − ω0)x − 1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)]

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dωF (ω − ω0)e−i(ω−ω0)[t−k′(ω0)x] exp

(
i

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dΩF (Ω)e−i(Ω)[t−k′

0x] exp
(

i

2
k′′
0Ω2 − · · ·

)
(5.22)

ただし k(ω0)を k0などとおいた。最後の expの項は分散による波形変形。これを（すなわち k′′
0Ω以

下を）無視できるとすれば

f(t, x) = e−i(ω0t−k0x)

√
1

2π

∫
dΩF (Ω)e−i(Ω)(t−k′

0x)

= e−i(ω0t−k0x)F (t − k′
0x) (5.23)

いま
vp ≡

ω0

k0
, vg ≡

[
dω

dk

]

k0

(5.24)

とおけば、
f(t, x) = e−ik0(t−x/vp)F (t − x/vg) (5.25)

→ (5.24)の vpと vgはそれぞれ位相速度と郡速度を意味する。
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5.3 郡速度の表式
郡速度が dω

dk であることを示す。
波動 f(t, x)が x = 0地点で搬送波 (carrier)e−iω0tと包絡線 (envelope)F (t)の積とする。

f(t, 0) = e−iω0tF (t) (5.17)

F (t)の Fourier変換を F (Ω)すなわち

F (t) =

√
1

2π

∫
dΩF (Ω)e−iΩt (5.18)

とすれば、ω ≡ ω0 + Ωとして

f(t, 0) =

√
1

2π

∫
dωF (ω − ω0)e

−iωt (5.19)

波数 kは ωの関数とする。xだけ波が進んだ地点では

f(t, x) =

√
1

2π

∫
dωF (ω − ω0)e

−i(ωt−kx) (5.20)

中心振動数 ω0のまわりに kをテイラー展開して

k(ω) = k(ω0) + k′(ω0)(ω − ω0) +
1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)

2 + · · · (5.21)

ただし ′は ωに関する微分。(5.21)を (5.20)に代入すると

f(t, x) =
√

1
2π

∫
dωF (ω − ω0) exp

[
−i

(
ω0t + (ω − ω0)t − k(ω0)x − k′(ω0)(ω − ω0)x − 1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)]

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dωF (ω − ω0) exp

[
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(
(ω − ω0)t − k′(ω0)(ω − ω0)x − 1

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)]

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dωF (ω − ω0)e−i(ω−ω0)[t−k′(ω0)x] exp

(
i

2
k′′(ω0)(ω − ω0)2 − · · ·

)

= e−i(ω0t−k0x)

√
1
2π

∫
dΩF (Ω)e−i(Ω)[t−k′

0x] exp
(

i

2
k′′
0Ω2 − · · ·

)
(5.22)

ただし k(ω0)を k0などとおいた。最後の expの項は分散による波形変形。これを（すなわち k′′
0Ω以

下を）無視できるとすれば

f(t, x) = e−i(ω0t−k0x)

√
1

2π

∫
dΩF (Ω)e−i(Ω)(t−k′

0x)

= e−i(ω0t−k0x)F (t − k′
0x) (5.23)

いま
vp ≡

ω0

k0
, vg ≡

[
dω

dk

]

k0

(5.24)

とおけば、
f(t, x) = e−ik0(t−x/vp)F (t − x/vg) (5.25)

→ (5.24)の vpと vgはそれぞれ位相速度と郡速度を意味する。
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（7ﾓｰﾄﾞの空間伝搬で説明される古典論の例）



5.3 郡速度の表式
郡速度が dω

dk であることを示す。
波動 f(t, x)が x = 0地点で搬送波 (carrier)e−iω0tと包絡線 (envelope)F (t)の積とする。

f(t, 0) = e−iω0tF (t) (5.17)

F (t)の Fourier変換を F (Ω)すなわち

F (t) =

√
1

2π

∫
dΩF (Ω)e−iΩt (5.18)

とすれば、ω ≡ ω0 + Ωとして

f(t, 0) =
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1
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∫
dωF (ω − ω0)e
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波数 kは ωの関数とする。xだけ波が進んだ地点では

f(t, x) =

√
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2π

∫
dωF (ω − ω0)e

−i(ωt−kx) (5.20)

中心振動数 ω0のまわりに kをテイラー展開して

k(ω) = k(ω0) + k′(ω0)(ω − ω0) +
1
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k′′(ω0)(ω − ω0)

2 + · · · (5.21)

ただし ′は ωに関する微分。(5.21)を (5.20)に代入すると

f(t, x) =
√
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)]
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ただし k(ω0)を k0などとおいた。最後の expの項は分散による波形変形。これを（すなわち k′′
0Ω以

下を）無視できるとすれば

f(t, x) = e−i(ω0t−k0x)

√
1

2π

∫
dΩF (Ω)e−i(Ω)(t−k′

0x)

= e−i(ω0t−k0x)F (t − k′
0x) (5.23)
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とおけば、
f(t, x) = e−ik0(t−x/vp)F (t − x/vg) (5.25)

→ (5.24)の vpと vgはそれぞれ位相速度と郡速度を意味する。
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量子化仮説 量子化仮説

古典の電気回路、ミリ波マイクロ波、光通信の人達はごく自然に!
「k モードの時間発展」でなく「!モードの空間伝搬」を使っている。

物理でも、暗黙のうちに「k モード」でなく「!モード」を使っている人はたくさんいる。

霜田光一、高橋秀俊、C:$2:#、@+#2'9!

DE%:2'!)F$''G>#?H!8I:'%+J'(!K!L+=')!

そもそも k を分解して見る装置は少ない。（グレーティングくらい）

光ディテクターも原子も、特定の z!に置かれ、 ! を見ている。

瞬時に観測する装置はまずない。

観測は時間をかけて（量子化時間）、 位置的に一点で行われる。

t か z!かの発展だけでなく観測も・・・



実際の使い方

媒質中"

方向性結合器

集中損失

（ビームスプリッターのモデル）



分布損失

（１箇所に集中損失があるのと同じ）

分布増幅

（１箇所に集中増幅があるのと同じ）



非線形光学と光損失が連続的に分布する媒質の解析モデル

完全単色モード!M"!瞬間パルスモード

任意のパルスモード

ただし

交換関係

2.2 進行波の扱い
2.2.1 パルスモードの生成消滅演算子

• 概要
・パルスの多モード展開、各モードの時間発展、多モード合成⇒ パルスの空間伝搬＝時間発展
　⇒ 時間発展を空間伝搬で置き換える
・量子化体積→ ∞ 　⇒　離散モード→ 連続モード

• 偏光平面波

um(x, y, z) =
1

√
LxLyLz

eikmz ,
∫ Lx

0
dx

∫ Ly

0
dy

∫ Lz

0
dz u∗

m · um = 1 (2.26)

Â(t, z) =
∑

m

√√√√ h̄

ε0ωmLxLyLz
âm(t) eikmz + H.c. , âm(t) = âm(0)e−iωmt (2.27)

· · · + z 方向への伝搬
Lz → ∞, 離散的 km → 連続的 k, â(k; t) ≡ limLz→∞

(√
Lz
2π âm

)

Â(t, z) =
∫

dk

√√√√ h̄

2πε0ω(k)LxLy
â(k; t) eikz + H.c. , â(k; t) = â(k; 0)e−iω(k)t (2.28)

狭帯域近似 (narrow band approximation = slowly varying approximation):

　 ω(k) − ω0 & ω0 ただし ω0 : スペクトルの中心周波数
モード関数 (mode function): ξ(k)　ただし ∫

dk |ξ(k)|2 = 1 (規格化)

ξ(z) ≡ 1√
2π

∫
dkeikzξ(k) , →

∫
dz |ξ(z)|2 = 1 (規格化) ; (2.29)

→ |ξ(z)| は包絡線関数 (envelope function):

モード ξ に関する光子生成演算子:

â†[ξ] ≡ 1√
2π

∫
dk ξ(k) â†(k) ( 1√

2π

∫
dz ξ(z) â†(z) (2.30)

[â[ξ], â†[ζ]] =
∫

dk ξ∗(k) ζ(k) =
∫

dz ξ∗(z) ζ(z) (2.31)

â[ξ](t) の時間発展 (Heisenberg 方程式より)

â[ξ](t) =
1√
2π

∫
dk ξ∗(k) â(k, 0) e−iω(k)t (2.32)

線形分散関係 ω(k) = ck を仮定　→

â[ξ(z)](t) = â[ξ(z − ct)](0) → d

dt
â[ξ(z)](t) = −c

d

dz
â[ξ(z − ct)](0) (2.33)

⇒ (d/dt) を−c(d/dz) で置き換える。
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L+=>*<の中で7モード（無限に長い波束）!
を考えたからこういうことが起こる。

"!１．そういうモードは外に取り出せないのではないか-!
　（強引に取り出そうとすると、ﾉｰﾏﾙなものに変わる-）

３．L+=>*<より短い波束ﾓｰﾄﾞだったら異常は起こらない-

２．異常な交換関係の値が見える現象はないか-



"!１．そういうモードは外に取り出せないのではないか-!
　（強引に取り出そうとすると、ﾉｰﾏﾙなものに変わる-）

３．L+=>*<より短い波束ﾓｰﾄﾞだったら異常は起こらない-

２．異常な交換関係の値が見える現象はないか-

２．異常な交換関係の値が見える現象はないか-!

　　［１］特定の7に共鳴する原子を置いたら？

［２］反射率の低いビームスプリッターで外に取り出したら？



・個々の光パルスにつき、「そのパルスの形状をもった」光子の生成演算子を構成できる。

・応用：干渉、相互作用、検出時のモード不一致の量子効果を計算できる。

例：高速チョッパーと吸収体では、同じ透過率でも異なる影響を持つ。

・現存する境界条件と合わないモードの選択の効果を計算できる。

例：共振器の(:$#2!*(>N!O%'より長い波束モードに対する異常な交換関係!
　　"!自然放出制御（P+=>*<!F$+#*$%!'9'P*(:2<#+%>P)）や、Q8のみかけの!
　　　　反射率の変化として現れる。

まとめ

・7を決めたビームの伝搬については、空間発展演算子が便利である。（古典論の範囲）

・7を決めたとき、モード間のミキシングなしに空間発展を記述できる。!
（モード毎に分離されるのはエネルギーでなく空間発展演算子）

・7を決めたビームの伝搬の量子力学的記述は、空間発展描像が便利である。
・時間的に定常な空間発展を、時間発展描像で解析するのは困難。

・御利益：多モード展開することなく、「そのパルス」を単一モードとして扱える。

・k!でなく 7!を見ている検出器も自然に記述。
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